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摘   要
不論是個人或是資金管理者均想要「在既定的風險下追求報酬極大化」，什麼是風險?報酬又是從哪來?兩者間關係怎麼連結?本文先從投資組合的定義切入，再各別討論投資組合的三大主軸－曝險、風險、報酬。由最單純的報酬率
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出發，搭配一些數學技巧，將報酬率拆解為各種風險溢酬的組合，藉此將經濟情勢變動與投資組合價值變化作更直接連結，也更清楚各項風險因子的影響及對整體投資組合的貢獻度。一旦明瞭投資組合因何項風險而導致獲利/損失，即可調整該風險因子的比率以達到風險極小，獲利極大的目標。
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壹、前言
職奉派參加Bank for International Settlements(BIS)所舉辦投資組合分析研討會，課程內容包括拆解風險結構、分析影響報酬的因素、建立殖利率曲線及所需的數學工具，藉此訓練課程，讓學員可以分析投資組合報酬及風險，並透過分組競賽過程讓學員對投資組合分析有更深刻體驗。此次與會成員來自43個國央行，包括中國、日本、加拿大、德國、芬蘭等。

此次研討會由BIS之David Bolder及Christophe Laforge主講，希望將過去複雜的風險及報酬評價方法，導向更具直覺的方式；David由報酬率的基本定義（期末價格扣除期初價格後佔期初價格比率）出發，透過數學模型改寫成各種風險溢酬組合，讓投資組合管理者可以將經濟因素變動與報酬變動作相關連結，面對經濟情勢變動時可更快做出決策，使投資組合管理者在現有風險下追求報酬極大化。
貳、投資組合分析
投資組合分析即是分析投資組合，該用哪種觀點切入才能符合管理者需求?由時間點切入，分析長、短期績效表現；或由資產類別切入，探討各項資產受益貢獻程度；從風險因素切入，看承受各項風險所帶來的收益；亦或利用不同模型再配合forward或backward預測探討投資組合表現。
一、固定收益投資組合分析
進行投資組合分析之前，必須先知道哪些是影響固定收益投資組合的因素，才能對此進行分類並加以分析，大至分類如下:
(1) 資源:

首先也最重要的就是資金，有了資金就需要管理的人才，並輔以完善的資訊系統，所以資金、人才、系統即是最重要的三項資源，有了這些資源再加上合適的投資契機才有機會獲利。
(2) 計畫
1. 策略性計畫
須兼顧四項要素：需求、標的資產組合、適合性、不確定性。Meucci（2007）對策略性計畫的定義「投資者在不確定的環境中希望找到最適合需求的投資標的組合」，即闡明此四要素重要性。然而要達到此目標須先瞭解投資者的風險偏好、投資目的，跟據當前經濟環境預測未來走向，進而對投資組合之資產項目做最佳化配置，稱之為策略性資產分配（Strategic asset allocation；SAA）。

2. 戰略性計畫

應消極的模擬Benchmark獲得穩定報酬，還是應採取積極投資組合承擔較高風險獲取超額報酬，主要著重於各風險因子曝險程度對投資組合收益之影響，稱之為戰略性資產分配（Tactical asset allocation；TAA）。
3. SAA vs TAA

下圖可明顯區分出SAA與TAA差別，SAA中10%的資產配置為整體投資組合帶來90%的風險，而TAA中90%的資產配置僅帶來10%風險。不論是資金管理者或是投資人都希望承擔最小的風險獲得最大可能的獲利，當前最主要的問題即是如何將當今常用的SAA導向TAA。
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(3) 風險控制與管理

在不確定的環境中，市場真實的情況可能異於當初預期，情況改變了該如何調整相對應的決策?因此決策準則、各種風險的分層管理、各人員負責範圍的訂定就非常重要，有了這些準則才能監督投資組合績效表現，並及時處理異常狀況。
二、風險因子
積極型的管理者採用較Benchmark曝險程度高之投資組合，保守型的管理者則希望複製Benchmark獲取穩定報酬，即因承擔額外的風險而獲得風險溢酬。在固定收益範籌中，投資者風險溢酬並非來自資產類別，而是曝露在何項風險因子中，兩種不同的資產可能曝險在相同的風險因子中，故本文主要聚焦在風險因子的探討，進而改善TAA投資組合。
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三、三大主軸
在正式進入投資組合分析前，有三大主軸需要掌握：曝險、風險、報酬。
（1） 曝險(exposure)
在某個時點下，特定風險因子變動對整體投資組合的影響程度即稱之為曝險；隨著時間變化或市場情況改變，即便是特定風險因子有相同的變動，對投資組合整體的影響程度不盡相同，因此本文將各種曝險單位化，以更明確看出風險因子變動對投資組合的影響。
（2） 風險(risk)
風險很容易跟曝險的觀念混淆，曝險是靜態的，例如在市場條件不變下duration是固定的；而風險是動態的，用來描繪每個風險因子對投資組合曝險、波動度、相關性的變動過程，透過風險因子的變動，建構投資組合整體的變異數及共變異數矩陣。
（3） 報酬(return)
最後一步就是要看一連串的投資決策的結果，不應僅是每個月計算報酬，還應該分析報酬究竟從何而來，各種風險因子對報酬的貢獻度為何，經過長期的觀察後就知道每個時期風險對報酬的影響，整個過程稱為績效分析。


此三大主軸在投資組合分析架構下之關係可由下圖表示：
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參、曝險
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債券價值是利用殖利率將未來的現金流量折現，通常表示如下：

其中t 表示現在時點、
[image: image2.wmf]i
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為未來每期之現金流量、
[image: image3.wmf]y

為殖利率。

一、殖利率
(1) 標準化存續期間（modified duration）

殖利率上揚則債券價格下滑，殖利率下滑則債券價格上揚，即殖利率與債券價格為反向關係。殖利率變動對債券價格影響稱為存續期間（duration），表示如下：
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[image: image86.wmf]V
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由上式可看出債券價格對殖利率敏感度為以時間加權後現金流量折現值之合。因各別債券價格不一，為了比較殖利率變動對不同債券影響程度，本文採用標準化存續期間（modified duration）：
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modified duration即為殖利率微小變動對一單位投資組合曝險之影響，上式右邊      即為報酬率的定義。因此可將報酬率解釋為modified duration及殖利率變動量之乘積，且呈反向變動。

(2) 存續期間敏感度(convexity)
殖利率變動對modified duration之影響：
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上式表示法太複雜，利用modified duration方式，將存續期間對殖利率變化的敏感度標準化，稱為convexity：
[image: image90.wmf](
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convexity 不像modified duration可以直接解釋對報酬率的影響，而是校正用的，分析各風險因子對報酬率貢獻度時，大多只看一階偏導，因此誤差較大，而各項風險中對債券價格影響最大的即為殖利率，故用convexity減少誤差項。

二、時間（Carry）
[image: image91.wmf](
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要觀察時間對投資組合影響，即對時間做偏微分：
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[image: image4.wmf]t
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表示時間變動對投資組合曝險的影響稱為Carry，由上式可知
[image: image5.wmf]y
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，即時間變動帶來的曝險視當下的殖利率而定。可看出報酬率約為殖利率及時間變動量之乘積。
三、關鍵特定利率
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固定收益投資組合中不同債券有不同的存續期間、權重，整體的存續期間即為：
其中
[image: image6.wmf]i

w

為第i個債券占整體投資組合中的比例，
[image: image7.wmf]i
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則為該筆債券的標準化存續期間。
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單一特定利率（Key Rate）變動對整體的影響稱為kth Key-rate duration：
報酬率約為kth Key-rate duration及Key Rate變動量之乘積。

[image: image100.wmf](

)

(

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

¶

¶

=

¶

¶

å

=

-

I

i

t

t

TRE

t

TRE

i

i

S

y

C

y

S

S

y

t

V

1

1

,

,


若所有key rate均變動，則整體的存續期間為：
[image: image101.wmf](
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[image: image8.wmf]
四、信用評等
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在無風險環境下債券的評價如前述所示，納入各別債券之信用評等後，評價公式調整如下：

[image: image103.wmf](
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其中
[image: image9.wmf]TRE

y

為相同天期公債之殖利率、為
[image: image10.wmf]S

信用風險貼水（spread）。


要觀察信用評等對投資組合影響，即對
[image: image11.wmf]s

做偏微分：
[image: image104.wmf](
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為了在相同基礎下比較信用風險對投資組合影響，對上式兩邊同時除以
[image: image12.wmf](
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並稱之為
[image: image13.wmf]S
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（modified spread duration）：
[image: image108.wmf](
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[image: image109.wmf](
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由上式可看出報酬率約為modified spread duration及信用風險變動量之乘積。
五、匯率風險
投資外幣計價債券時，應考慮匯率風險，由下列式子可看出匯率變動帶來的曝險就是全部的外幣債券：
[image: image110.wmf](
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六、報酬率與曝險因子
[image: image111.wmf](
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根據泰勒展開式，將投資組合價值以(
[image: image14.wmf]0
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)為基準展開；
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將上式改寫如下：
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改寫後的式子包含了先前探討過的風險因子，利用一貫的小技巧：移項並兩邊同除
[image: image16.wmf]0

V

，即可知報酬率是來自與時間及殖利率相關的曝險。
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接下來將匯率對報酬率影響納入考慮，並利用泰勒展開式來化簡匯率對報酬率影響之表示方式:
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將上式兩邊同除
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就可得到報酬率：
[image: image122.wmf]1

V

Vt

¶

¶


[image: image123.wmf]1

V

Vs

¶

¶


經過上述推演，可知報酬率為各項風險溢酬之加總:
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七、小結
經過上述分析可知債券價格主要受四大因素影響：殖利率、時間、信用評等、匯率。
	風險因子
	曝險
	定義

	殖利率
	Modified duration
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肆、投資績效
一、單一標的投資組合
一段時間內投資組合價值的變化百分比稱為報酬率，若這段期間內投入新資金，該如何客觀評估才不會扭曲投資組合績效?有兩種最常用的方法「modified-Dietz return」及「時間加權」，但這兩種方法有時會帶來截然不同的結果，究竟哪個結果是正確的，則需視管理者將如何使用所得到的結果而定。假設投資組合中僅含一種債券，期初價格為$75，期間投入現金$50，期末投資組合價值為$120。
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未校正之報酬率：

這是傳統報酬率算法，僅考慮期初期末的價值變動，忽略債券跌價損失及新資金投入，所得到的報酬率很高卻沒有意義。

(2) Modified-Dietz 
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Modified-Dietz的基本概念就是以現金流為權重：
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Step1.純粹債券價值變動量：
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Step2.校正期初投資組合價值
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Step3. 整體報酬率
(3) 時間加權（time-weighting）
time-weighting的概念為忽略投資期間內的現金流，每段期間權重均相同，但需要投入資金當日之投資組合價值。
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Step1.資金投入前之報酬率
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Step2.資金投入後之報酬率

Step3.整體報酬率


[image: image30.wmf](
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(4) 經過校正後報酬率約-5%，與未校正前的60%差距甚大，可看出校正的必要性，然而不同加權法所得的報酬率並非每次均有類似的結果，若投入資金顯著大於原本投資組合之價值，第二階段的資產價值權重較大，將決定報酬大小，最糟的狀況可能是兩種加權法所得到的報酬率方向相反（如下面例子所示）: 
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(5) 若管理者想將投資組合績效與Benchmark比較，且期間沒有額外資金流動，則較適合用「時間加權」來計算報酬率，若期間有額外資金流動則需要資金變動當天投資組合評價，才可使用「時間加權」；若管理者想要瞭解每筆額外資金流動對整體投資組合影響，則「modified-Dietz return」是較佳的選擇。
二、評估報酬來源
要明瞭究竟如何評估報酬來源最有效率的方法就是實際操作，假設持有一檔美國公司債為期一個月，我們想知道這一個月是獲利或損失，是那些風險因子導致盈虧，下表為該債券資訊。
	
	T=1日
	T=30日
	差異

	殖利率
	2.61%
	2.88%
	0.27%

	票面利率
	4.625%
	4.625%
	0

	NTD/USD 匯率
	29.947
	29.914
	-0.033

	債券現值
	$111.72
	$110.48
	-$1.24

	信用價差
	1.11%
	0.96%
	-0.15%

	國庫券利率
	1.50%
	1.92%
	0.42%

	剩餘年限
	5.79
	5.71
	-0.08
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根據上一節討論，我們得到風險因子與報酬率間關係:
先以美元為計價單位，討論各項風險因子對報酬率影響：
	Total return
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	-110.99bps

	Carry return
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	21.45bps

	Curve return
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	-212.94bps

	Credit return
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	76.05bps

	Convexity return
	[image: image155.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

-

+

+

=

-

T

t

f

x

T

t

f

x

T

t

f

x

T

t

y

T

t

y

t

t

t

,

,

,

,

,

2

2

,

2

2

1

,

1

2

0

,

0

1

2

2

2

2


	1.06bps

	Residual
	
	3.39bps

	Total
	
	-110.99bps


由上表可知，因curve return大幅下滑導致持有的公司債產生跌價損失。curve return即來自相應之無風險國庫券殖利率曲線變動，該如何選擇適當的無風險殖利率曲線?基本上達到三個基本條件即可：國別、天期、最低利率，選擇所持有公司債國家發行之公債或國庫券相同天期中最低利率者即可。
接下來納入匯率風險，將計價單位換為新台幣後，整體報酬率：
[image: image156.wmf](
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轉換為新台幣後所持有公司債損失增加為121.89bps而非110.99bps，主因係為美元相對貶值，匯兌損失加重因美國國庫券殖利率上揚造成的損失。為了有助於分析匯率帶來的影響，利用上一節推導得到的結果，以新台幣計價之報酬率可以改寫如下:
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由上列運算可知匯率對報酬率帶來的損失約為11.02bps。
(2) Nelson-Siegel model
期間結構各模型中有不同參數假設與複雜結構，以下利用Nelson-Siegel model去近似殖利率曲線，以解釋Curve return。
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其中
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為會隨著時間變動的參數，
[image: image36.wmf](
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分別代表截距、斜率、曲率，可用來解釋殖利率對風險因子的敏感程度。為了簡化分析難度，假設
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短期內為常數，得到下列結論：
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用Nelson-Siegel模型估計出來殖利率變動為57bps:
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	殖利率變動
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	Level
	1.0
	400
	514
	110
	110

	Slope
	0.4
	-390
	-480
	-90
	-36

	Curvature
	0.3
	400
	330
	-70
	-21

	Total
	
	
	
	
	57
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但實際上殖利率僅增加42bps，可藉由權重調整以確保殖利率變動為42bps。
	
	殖利率變動
	調整後變動
	Curve return
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	Level
	110
	84
	-577.98
	-425.88

	Slope
	-36
	-26.53
	182.52
	134.49

	Curvature
	-21
	-15.47
	106.47
	78.45

	Total
	57
	42
	-288.99
	-212.94


Nelson-Siegel模型所得到調整後的curve return是-212.94bps，如果直接用模型參數所得到的curve return則是288.99bps，兩者雖有差異，但可看出影響curve return最大的因素均為level。
(3) key-rate 
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先前已推導過curve return:

[image: image174.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

,,,

1111

2

,1,

111

,1

1

2

ki

nnnn

iiiiiiMTREiiiSi

iiii

nn

ktkt

iiiFX

iik

kt

wtrwtytwtDywtDS

EE

wtCywtI

E

a

====

+

===

+

=D-D-D

æö

-

+D+

ç÷

ç÷

èø

åååå

ååå

我們在T=1及T=30時各觀察到一條殖利率曲線(如下圖所示)，取4個key-rate，分別為6個月、2年、5年、7年
由上圖可看出這檔尚有5.79年到期的公司債殖利率變動為42bps，6個月的為8bps、2年期的為18bps、5年期的為33bps、7年期的為56bps，下表彙整key-rate duration及key-rate變動，即可知殖利率曲線上不同天期殖利率對curve return的貢獻度。
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	(%)
	(bps)

	6M
	0.02
	0.08
	0.42
	-0.16
	-0.84

	2Y
	0.14
	0.18
	0.42
	-2.52
	-5.88

	5Y
	4.16
	0.33
	0.42
	-137.28
	-174.72

	7Y
	0.75
	0.56
	0.42
	-42
	-31.5

	Total
	5.07
	
	
	-181.96
	-212.94


由上表可知利用key-rate所得到的curve return與直接用殖利率變動算出的curve return約有30bps差距，但兩者均說明了對curve return影響最大的是5年期的殖利率變動所致。
三、報酬評估探討
前面已介紹過如何分析報酬來源，但先前的分析均建立在一個假設下: buy-and-hold。對一個保守的管理者來說其投資組合基本上複製benchmark的資產組合，短期內不會有太頻繁交易，即適合先前的分析方式；一旦benchmark調整各項資產權重，保守型管理者為了複製benchmark投資組合，不再是buy-and-hold，報酬評估的方法也需做調整。
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接下來除了放寬buy-and-hold假設外，投資組合中不再只有一檔固定收益商品，此時投資組合的報酬率即為所有固定收益商品之加權平均。每項固定收益商品的權重定義如下:
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假設時間區間為
[image: image43.wmf][

]

,1

tt

+

，
[image: image44.wmf](

)

i

Vt

為第i個固定收益商品在時點t的市場價值。投資組合報酬率
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即為:
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放寬假設條件後，報酬評估的將更貼近真實現狀，卻也衍生新的問題:
· 該用哪種加權?
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或取中間值         ?
· 該使用哪些因素變動量衡量?殖利率變動量?信用價差變動?

· 該使用哪些敏感度因子?殖利率?存續期間?

(1) 每日報酬評估
為了簡化複雜度先從每天報酬率變化開始，一天中投資部位不是維持不變，不然就是被降低或提高這三種可能，降低部位就是賣出所持有的部分或全部投資組合，相對的增加部位就是買進原有個固定收益商品或納入新商品。我們先定義一些符號以便後續探討:
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[image: image48.wmf]H

代表繼續持有的部分，但有可能減持、增加或維持既有的比重，下圖對這些定義間的關聯有清楚的表示:
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(2) 例子
	
	N
	Tenor
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	Bond#1
	100.0
	8.1
	6.90
	3.35%
	3.30%
	$103.19
	$103.19

	Bond#2
	35.0
	1.9
	1.84
	1.85%
	1.82%
	$99.81
	$34.93

	Bond#3
	25.0
	5.1
	4.80
	2.79%
	2.75%
	$96.24
	$24.06

	Cash
	10.0
	0.0
	0.0
	0
	0
	$10.00
	$10.00

	Total
	170.0
	5.9
	5.14
	2.76%
	2.73%
	$101.28
	$172.18


期初投資組合含3種不同天期美國公債及現金，明細如上表所示，其中N表示債券的票面價值，Tenor為剩餘的到期年限，
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是殖利率，Price 為市場報價，
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為持有部位在t的價值；整體的平均存續期間為5.14年，整體價值為$172.18。

1. buy-and-hold
先看採用buy-and-hold策略下，經過一天的報酬率變化，為專注交易對報酬率評估帶來的影響，目前暫且忽略匯率、信用及convexity之風險溢酬，則個別債券的報酬率為：
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	Return(bps)
	Weight

(%)
	Contribution

(bps)

	
	Yield
	Carry
	Total
	
	

	Bond#1
	34.5
	0.92
	35.42
	58.82
	20.82

	Bond#2
	5.52
	0.51
	6.03
	20.59
	1.24

	Bond#3
	19.2
	0.76
	19.96
	14.71
	2.94

	Cash
	0
	0
	0
	5.88
	0

	Total
	
	
	
	
	25.01


則三種債券個別報酬率加總為獲利25.01bps，用整體投資組合的
[image: image56.wmf]M

D

及殖利率變化所得到的報酬率則為25.25bps。
2. transactions

這一天內我們賣出Bond#1、增加Bond#2持有比例、買進到期年限較長的Bond#4，交易明細如下:
	
	Weight(%)
	Yield
	Price
	Transaction

	Bond#1
	100
	3.37%
	$103.15
	$103.15

	Bond#2
	-10
	1.85%
	$99.82
	-$9.98

	Bond#4
	-100
	3.37%
	$100.95
	-$100.95

	Total
	
	
	
	-$7.78


經過交易後，投資組合中的現金減少$7.78。所以在t+1時投資組合如下：
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	Bond#4
	100.0
	9.1
	7.68
	3.41%
	3.36%
	$101.04
	$101.04

	Bond#2
	45.0
	1.9
	1.84
	1.85%
	1.82%
	$99.86
	$44.94

	Bond#3
	25.0
	5.1
	4.80
	2.79%
	2.75%
	$96.43
	$24.11

	Cash
	2.22
	0.0
	0.0
	0
	0
	$100.00
	$2.22

	Total
	172.22
	6.5
	5.64
	2.87%
	2.83%
	$100.05
	$172.31


交易後的總報酬率為7.64bps，可看出因交易使整體報酬率不再是25.01bps。這時又衍生兩個問題：

· 交易價格因時間差與評價結果不一致，應用哪個價格為基準?
· 期初期末投資組合內容不一致，如Bond#4在時點t並未納入評價，投資組合有變動時該如何得到客觀的績效評估?
這兩個問題最終的癥結點就是哪些風險因子的評價應納入考量，及該用哪種權重去調整。而評價時投資組合與交易價格的差異就利用「現金」去調整，讓投資組合價值與市價相符。
3. 兩種策略對報酬率之影響
Bond#1的殖利率由3.35%上升至3.37%又下滑至3.30%，所以債券價格一度下降然後再上升至$103.56，但在殖利率上升之際賣出債券，因此有跌價損失；同期間購入Bond#4，因評價時之殖利率低於交易時之殖利率，故Bond#4債券價格不一致:
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	transaction
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	報酬率(bps)

	
	
	
	
	buy-and-hold
	transaction

	Bond#1
	103.19
	103.15
	103.56
	35.42
	-3.88

	Bond#2
	34.93
	44.91
	44.94
	6.03
	6.68

	Bond#3
	24.06
	
	24.11
	20.13
	

	Bond#4
	100.64
	100.95
	$101.04
	39.75
	8.93
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有了報酬率後下一個探討的焦點－權重，挑選哪種權重對投資組合收益的評估較合理，其實至少有三種選擇:期初、期末、平均權重。平均權重的定義為:
若該債券是持續持有，就以期初債券佔投資組合比例為權重；如果是新購入/出售，即以平均權重去加權。此例中bond#2有增加持有比例，增加部分為該債券的22%，因此求bond#2對投資組合收益貢獻時，78%比重以期初加權、22%以平均權重加權。下表即可看出各債券對投資組合收益的貢獻度。
	
	報酬率(bps)
	Weight(bps)
	contribution

	
	B/H
	TRN
	B/H
	TRN
	B/H
	TRN

	Bond#1
	35.42
	-3.88
	0
	29.92%
	0
	-1.16

	Bond#2
	6.03
	6.68
	16.00%
	5.15%
	0.97
	0.34

	Bond#3
	20.13
	0
	14.71%
	0
	2.96
	0

	Bond#4
	39.75
	8.93
	0
	29.42%
	0
	2.63

	Cash
	0
	0
	5.88%
	0
	0
	0

	Subtotal
	
	
	
	
	3.93
	1.81

	Total
	
	
	
	
	5.74


經過分解後可看出持有與買賣對投資組合貢獻，並得到整體投資組合報酬率為5.74bps與直接用投資組合價值所得到的總報酬率7.64有差距，這是因為權重挑選方式所造成的誤差，若想要更精確的近似則可考慮其他加權方式，或改用其他績效評估方法。
伍、風險
投資組合分析中有三大主軸：曝險、報酬、風險，先前已探討過固定收益投資組合之曝險與報酬，接下來將焦點轉到最後一個重點－風險。風險是這三大主軸中最抽像也最複雜的，企圖將投資組合配置及報酬中的不確定因素特徵化、具體化，以利後續的分析與應用。要將風險特徵化之前，我們需先有對未來經濟的看法並將其模組化，因此除了具備數量模型外還需有清處的邏輯架構，此處將針對邏輯討論。
根據Merriam-Webster字典對風險的定義：
· 造成負面影響的事件
· 曝露在不利事件中
· 損失的機率
決策可能造成獲利也可能帶來損失，損失所發生的頻率即為機率，也是我們有興趣的，簡單來說風險就是在一連串決策中造成損失的機率。
在計算投資組合的風險時，我們不再預估未來某特定時點的收益，而是預估未來投資組合可能的結果，換句話說，計算投資組合風險即是預估未來收益的機率分配。
運用策略性投資組合(Strategic asset allocation;SAA)時也會參考未來收益的機率分配，有這些資訊將有助於資產配置的決策。然而計算投資組合風險及SAA間最主要的差別對「未來」有不同定義。計算風險時主要關注在短期內投資組合的變化，比如監督每日風險變化或是以週、月為時間單位;SAA主要是看未來幾年的變化。雖然只是一個小小的差別，卻帶來兩個重要含意使計算投資組合風險較SAA容易多了。第一個是與報酬有關，由於時間很短因此可假設投資組合報酬為零，便可更專注於預估未來波動;第二個與精確度有關，要預估未來幾天、幾週所發生的變化比預估幾年後的情勢容易多了。
一、Tracking error與Value-at-risk
(1) Tracking error(TE)
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TE是衡量風險的方法之一，即為投資組合與benchmark差異波動度的年化標準差:

由上述定義可知TE受到部位權重(與benchmark中各項資產權重差異部分)及市場上不確定因素影響，在衡量市場上不確定性時通常利用標的資產的變異數－共變異數矩陣來表示。

(2) Value-at-risk(VaR)
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VaR衡量在特定信心水準下投資組合可能的最大損失:
VaR跟TE一樣都受市場不確定因素影響，只是兩者選用不同權重加權，最主要的差別是
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，不同信心水準所得到的VaR也不同。
二、模型定義
· n同時在投資組合其benchmark中標的資產的數目
· 投資組合中各項標的物權重
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· benchmark中各項標的權重
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· active weight
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先前已將報酬率分解各項風險溢酬總和:
現在將其擴張為含有n項標的資產之投資組合，並用矩陣表示:
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不論是TE或是VaR均是討論市場不確定性影響，因此將報酬率中的不受市場影響的因素拿掉，如殖利率及用來調整誤差項的convexity。接下來就是要找出變異數－共變異數矩陣，以評估風險。
評估風險中最關鍵的就是預測未來市場的變化，即第二個向量
[image: image64.wmf]t

M

，代表市場變動的隨機參數，由於無法預估，僅能利用觀察到的市場變化
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t

M

去估計。將關注的焦點由單一時點的變化，擴展為
[image: image66.wmf]T

個時點，便可得到下列的市場變動矩陣
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M

，每一列均表示特定風險因子在這段時間內市場變動的趨勢。
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有了敏感度矩陣
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及市場變動矩陣
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後，便可得到n項標的資產在
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個時點變化趨勢的報酬率矩陣
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，只要找出
[image: image73.wmf]R
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就可算出投資組合的風險。
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估計的方法有很多，我們選擇最容易計算的方法，用歷史資料估計：
三、實例
假設從benchmark中挑三種不同天期的美國公債進入投資組合中，公債資料如下:
	期限
	票面利率
	殖利率
	
[image: image74.wmf]M
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	2-year
	1.75%
	0.93%
	1.98

	5-year
	4.25%
	2.35%
	4.47

	10-year
	8.25%
	3.56%
	7.18


投資組合採用三種不同權重:
	
	Benchmark
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	Portfolio
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	1
	2
	3

	2-year
	0.50
	0.25
	0.00
	0.40

	5-year
	0.00
	0.25
	0.50
	0.00

	10-year
	0.50
	0.50
	0.50
	0.60


計算TE時是使用
[image: image77.wmf]a

w

，如下表所示:
	
	Benchmark
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	Portfolio
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	1
	2
	3

	2-year
	0.00
	-0.25
	-0.50
	-0.10

	5-year
	0.00
	0.25
	0.50
	0.00

	10-year
	0.00
	0.00
	0.00
	0.10
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由於投資組合中的標的資產為美國公債，因此沒有信用風險，以美元為計價單位下也沒有匯率風險，在三條殖利率曲線中我們挑選的key-rate為6個月、2年、5年、7年及10年，敏感度矩陣
[image: image80.wmf]K

為:
利用歷史資料估計
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為:
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有了這些資料即可分別求得個投資組合的Tracking error及VaR:
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不論是從相對風險(Tracking error)或絕對風險(VaR)均可看出第三個投資組合所承擔的風險最小也最接近benchmark，這是因為投資組合3中2年期公債比例最高，而2年期公債風險較5年期及10年期低，所以此結果並不令人意外。
陸、心得與建議
一、投資組合
在分組競賽特定的現金持有比率、標的資產數目及存續期間限制下，讓學員對建構投資組合有更深刻體驗；例如，應用上述課程之數學模型，可以買進與Benchmark相似的資產，或是與其差異甚大的資產，兩者方式不同，但仍可透過控制風險因子或調整投資組合權重方式達到相同曝險/報酬的目標。在建立投資組合前，需要有各項資產的風險分析，而分析的基礎應與Benchmark一致，所得到的結果才有可比較性。

二、風險結構與報酬
各種資產對風險因素敏感度不同，應模擬Benchmark風險結構獲得穩定報酬，還是採取積極投資組合承擔較高風險獲取超額報酬，則視管理者對風險承受度而定。Fed一再放出QE可能提早退場訊息，若利率走高將衝擊債券市場，長天期債券將面臨較大的跌價損失，應趁此檢視長天期債券比重，提前做適當的部位調整。
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第二期權重較大，拉低整體報酬率
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