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Black-Litterman資產配置模型之應用

1、 前言

本次BIS研討會主題為「Advanced Reserve Management」，講師由BIS的Banking Department與Risk Control共同擔任，主要從數量（Quantitative）角度介紹外匯準備管理的方法，並搭配一些質性（Qualitative）管理的議題，與會央行代表共35人，因外匯準備規模不同、計價貨幣各異，討論觀點則是同中有異。

本研究報告以六種美元債券指數做實證，比較傳統Markowitz與Black-Litterman最適資產配置模型之結果，冀望對本行外匯存底投資管理有所啟發，章節安排如下，第貳章回顧傳統Markowitz（1952）之Mean-Variance最適資產配置模型；第參章整理Black and Litterman（1992）之資產配置模型；第肆章介紹Idzorek（2004）如何將投資人對未來資產報酬率預測之信心水準納入Black-Litterman模型；第伍章介紹Da Silva, Lee and Pornrojnangkool(2009)對Black-Litterman模型之評論與修正方法；第陸章為結論與建議。

2、 Markowitz（1952）模型
傳統Markowitz（1952）之平均數-變異數最適化資產配置（Mean-Variance Optimization）模型，主要在控制投資組合風險於一定的變異數下，追求投資組合報酬率極大，如（1）式：
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其中，

W：代表資產權重，為一（N*1）之向量，N為資產數目；

RMZ：代表資產報酬率，採用歷史平均數衡量，為一（N*1）之向量；

Σ：代表資產報酬率間之共變異數，為一（N*N）之矩陣，W’ΣW為投資組合變異數，為一數值，控制在一定的水準σ2下；

W’I = 1：代表資產權重總和為100%，即不得槓桿（Leverage）投資；

Wi≧0：代表所有資產權重均須大於0，即只能買進（Long-only），不得賣空。

表1顯示Merrill Lynch六種美元債券指數月報酬率，自2000/01/31至2009/07/31間之平均數與共變異數，市佔率係依2009/07/31指數市值計算。表2顯示依Markowitz模型所得出之最適資產權重，實務上不太可行，因為資產配置沒有公債，只集中於Supra與MBS-2F，而Supra市場規模太小（4.61%），無法滿足投資需求。

表1、六種債券市佔率、平均月報酬率與共變異數

	(p.m.%)
	Wmkt
	Mean
	Vol.
	Govt
	Supra
	Agy Dt
	MBS-GN
	MBS-2F
	TIPS

	Govt
	40.73
	0.46
	0.98
	0.0094
	0.0066
	0.0112
	0.0096
	0.0071
	0.0120

	Supra
	4.61
	0.49
	0.75
	0.0066
	0.0055
	0.0082
	0.0071
	0.0052
	0.0095

	Agy Dt
	5.56
	0.55
	1.25
	0.0112
	0.0082
	0.0155
	0.0134
	0.0097
	0.0168

	MBS-GN
	1.22
	0.51
	1.19
	0.0096
	0.0071
	0.0134
	0.0141
	0.0092
	0.0162

	MBS-2F
	41.03
	0.55
	0.89
	0.0071
	0.0052
	0.0097
	0.0092
	0.0078
	0.0107

	TIPS
	6.85
	0.63
	1.95
	0.0120
	0.0095
	0.0168
	0.0162
	0.0107
	0.0376


Source: Merrill Lynch Indices, 2000/01/31~2009/07/31
表2、Markowitz最適資產權重

	(p.m.)
	Mean
	Volatility
	Sharpe Ratio
	Optimal Weight

	Govt
	0.46%
	0.98%
	0.47
	0%

	Supra
	0.49%
	0.75%
	0.66
	66.9%

	Agy Dt
	0.55%
	1.25%
	0.44
	0%

	MBS-GN
	0.51%
	1.19%
	0.42
	0%

	MBS-2F
	0.55%
	0.89%
	0.62
	33.1%

	TIPS
	0.63%
	1.95%
	0.32
	0%


針對Markowitz模型投資權重過度集中的缺點，實務上常見二種修正方案，其一為Resampling，其二為Black-Litterman模型。Resampling由Michaud（1989）提出，為一種Monte Carlo Simulation技巧，每次從歷史報酬率、標準差與相關係數中隨機抽取出一組新的報酬率與共變異數矩陣，求出一條新的效率前緣，找出新的最適投資組合權重，重複上述動作數千次，數千次權重之平均即為重新抽樣後的（Re-sampled）最適投資組合權重。此方案之缺點如Scherer（2002）所述：（1）如同Markowitz模型般，仍在極大化歷史報酬率與共變異數矩陣之估計誤差，（2）缺乏理論基礎，（3）無法加入投資人對未來資產報酬率之預期，（4）每一期求得之最適投資組合權重差異頗大，導致投資組合需經常巨幅調整，（5）過度依賴歷史資料，屬backward-looking方法，PIMCO亦指出，在金融危機中，資產之相關性大幅提高，需要一個forward-looking的配置方法。Harvey et. al.（2006）亦證明Resampling方法隱含投資人放棄追求效用極大化，所得出的效率前緣以Jensen’s inequality來檢驗並非最佳。
3、 Black-Litterman（1992）模型
Black and Litterman（1992）提出一個得以加入投資人對未來資產報酬率預期之模型，後續Goldman Sach（1999）則進一步闡釋其詳細做法。
1、 No View

假設投資人風險逃避係數（λ）為15.5，使投資組合Sharpe Ratio為0.5情況下，Black-Litterman模型先從市場指標中萃取出市場對各類資產之預期報酬率：
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則無限制極大化問題 
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可得到資產配置權重如下：
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表3顯示因對未來報酬率沒有主觀預期，故配置權重與市佔率相同。

表3、No View配置權重
	
	Πmkt
	Wmkt

	Govt
	0.46%
	40.73%

	Supra
	0.34%
	4.61%

	Agy Dt
	0.60%
	5.56%

	MBS-GN
	0.54%
	1.22%

	MBS-2F
	0.42%
	41.03%

	TIPS
	0.72%
	6.85%

	Sum =
	
	100%


2、 View with No Constraints

若投資人對未來有三種看法，表4顯示K種看法之預期報酬率（Q），為一（K*1）向量；表5顯示K種看法之係數矩陣（P），為一（K*N）矩陣；表6顯示K種看法之不確定矩陣（Ω），為一（K*K）對角線元素矩陣，非對角線元素為0，其中不確定性係數（τ）為0.25，數字愈小代表不確定性愈小。

表4、K種看法預期報酬率（Q）
	View 1
	5.25%
	TIPS will have an absolute excess return of 5.25% 
(c.l. = 30%)

	View 2
	0.50%
	Govt will outperform MBS-2F by 0.5% 
(c.l. = 100%)

	View 3
	0.30%
	Govt & Supra will outperform Agy & MBS-2F 0.3% (based on market capitalization)
(c.l. = 70%) 


表5、K種看法係數矩陣（P）
	
	Govt
	Supra
	Agy Dt
	MBS-GN
	MBS-2F
	TIPS

	View 1
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	View 2
	1
	0
	0
	0
	-1
	0

	View 3
	0.9
	0.1
	-0.2
	0
	-0.8
	0


表6、K種看法不確定矩陣（Ω）
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其中，
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則Black-Litterman模型對各類資產之預期報酬率可表達如下：
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而無限制極大化問題 
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之資產配置權重為：
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表7第一欄顯示對各類資產之預期報酬率，第二欄顯示主觀預期下之配置權重，由於投資組合權重和為210.50%，超過100%，且風險未受到控制，所以此極大化問題須加入一些限制條件，如預算限制、個別風險與系統性風險限制等。

表7、View with No Constraints配置權重

	(p.m.)
	Black-Litterman No Constraints
	Global Minimum-Variance 

	
	ΠBL
	WBL
	WV

	Govt
	1.33%
	197.61%
	-5.93%

	Supra
	1.00%
	13.32%
	126.64%

	Agy Dt
	1.66%
	-11.86%
	-73.31%

	MBS-GN
	1.49%
	1.22%
	1.96%

	MBS-2F
	0.96%
	-107.15%
	56.95%

	TIPS
	3.01%
	117.35%
	-6.31%

	Sum =
	
	210.50%
	100%


3、 View with Risk, Budget and Beta Constraints
為加入風險限制，需要最小變異數投資組合（Global Minimum-Variance Portfolio）之配置權重（見表7第三欄）做為輔助：
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其中I為（N*1）之1元素向量，則有限制極大化問題變成求解下式： 
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其中第一個條件為個別風險限制式，第二個條件為預算限制式，第三個條件為系統性風險限制式。在此三條件下，最適投資組合權重（Wβ~BL）（見表8）即為三個投資組合權重之線性加總：


[image: image14.wmf]mkt

V

BL

BL

cW

bW

aW

W

+

+

=

~

b

，                                    （8）

其中a、b、c為使得投資組合滿足上述三限制條件之常數。
表8、View with Constraints配置權重

	
	WBL
	WV
	Wmkt
	[a, b, c]
	Wβ~BL

	Govt
	197.61%
	-5.93%
	40.73%
	0.0510
	43.86%

	Supra
	13.32%
	126.64%
	4.61%
	0.0553
	11.54%

	Agy Dt
	-11.86%
	-73.31%
	5.56%
	0.8373
	0%

	MBS-GN
	1.22%
	1.96%
	1.22%
	
	1.19%

	MBS-2F
	-107.15%
	56.95%
	41.03%
	
	32.04%

	TIPS
	117.35%
	-6.31%
	6.85%
	
	11.38%

	Sum
	210.50%
	100%
	100%
	
	100%


4、 Idzorek（2004）模型
由於Black-Litterman模型中投資人對未來K種看法之不確定矩陣（Ω）與不確定係數（τ）設定特殊，不符合直覺亦不易理解，Idzorek（2004）遂提出以信心水準（confidence level）之方式來設定投資人對未來資產報酬率預期之不確定性，信心水準範圍由0%至100%，數值愈高表示愈具信心。

1、 View with Implied Confidence Level
將不確定矩陣（Ω）之對角線元素設為0，即相當於對K種看法有100%的信心，100%信心下之預期資產報酬率可表示為：
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將(9)式代入(5)式可得100%信心水準下之配置權重（見表9第四欄）：
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此亦為一組最偏離市場配置的權重，表9顯示隱含信心水準之計算。
表9、隱含信心水準
	
	Wmkt
	WBL
	Diff (1)

WBL - Wmkt
	W100%
	Diff (2)

W100% - Wmkt
	Implied C. L.

Diff(1)/Diff(2) 

	Govt
	40.73%
	197.61%
	156.89%
	326.22%
	285.49%
	54.95%

	Supra
	4.61%
	13.32%
	8.71%
	165.51%
	160.91%
	5.41%

	Agy Dt
	5.56%
	-11.86%
	-17.42%
	-316.25%
	-321.81%
	5.41%

	MBS-GN
	1.22%
	1.22%
	0%
	1.22%
	0%
	11.67%

	MBS-2F
	41.03%
	-107.15%
	-148.18%
	-83.55%
	-124.59%
	118.94%

	TIPS
	6.85%
	117.35%
	110.50%
	277.06%
	270.21%
	40.89%

	Sum
	100%
	210.50%
	110.50%
	370.21%
	270.21%
	


2、 View with User-Specified Confidence Level
基於隱含信心水準之概念，Idzorek（2004）提出七個步驟，將對每一種看法之信心水準（Ck），逐步設定至不確定矩陣（Ω）。

步驟一、將第k種看法之信心水準設定為100%，即不確定矩陣中第k個對角線元素值（φk）設為0，則預期資產報酬率為：
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步驟二、用解無限制極大化問題之方式得出100%信心水準下之配置權重：
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步驟三、計算出100%信心水準配置權重與市場配置權重之差距向量（N*1）：
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註：第k種看法中未提及的資產，其權重將與市場權重同，故差距為0。

步驟四、將差距向量乘以第k種看法之信心水準，得出偏離向量（N*1）：
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其中Ck為（N*1）向量，第k種看法中有預期的資產給定某一信心水準，未提及的資產則信心水準設為0。

步驟五、市場配置權重加上偏離向量，得出第k種看法之目標權重（N*1）：
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步驟六、找出使得下列差異平方和極小的φk值： 
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其中，
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步驟七、重複上述步驟一至步驟六，直到不確定矩陣Ω中（k*k）個對角線元素值皆找出為止。

步驟八、將不確定矩陣代入預期資產報酬率公式，並求得未受限制的權重：
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步驟九、將ΠIK與WIK代入極大化問題公式（7）與公式（8），即可解出有個別風險限制、預算限制、及系統性風險限制的最適投資組合權重（Wβ~IK）。
表10列示不確定矩陣對角線元素（φK）之運算過程，Panel A為第1種看法，首先設φ1 = 0，則
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= 2.2693，其次找到當φ1 = 0.00088時，差異平方和等於0，Panel B與Panel C為第2、3種看法，當φ2 = 0.00000001、φ3 = 0.0000093時，差異平方和等於0，表11列示不確定矩陣Ω中（k*k）個對角線元素值，表12則為最適投資組合權重。
表10、不確定矩陣對角線元素之運算

Panel A、第1種看法（φ1 = 0）
	
	Π1, 100%
	W1, 100%
	D1, 100%
	C1
	Tilt1
	W1, %
	W1
	(W1,% - W1)2

	Govt
	1.91%
	40.73%
	0%
	0%
	0%
	40.73%
	40.73%
	0

	Supra
	1.49%
	4.61%
	0%
	0%
	0%
	4.61%
	4.61%
	0

	Agy Dt
	2.61%
	5.56%
	0%
	0%
	0%
	5.56%
	5.56%
	0

	MBS-GN
	2.49%
	1.22%
	0%
	0%
	0%
	1.22%
	1.22%
	0

	MBS-2F
	1.70%
	41.03%
	0%
	0%
	0%
	41.03%
	41.03%
	0

	TIPS
	5.25%
	230.31%
	223.46%
	30%
	67.04%
	73.89%
	224.53%
	2.2693

	Sum
	
	323.46%
	
	
	
	167.04%
	317.68%
	2.2693


Panel B、第2種看法（φ2 = 0）
	
	Π2, 100%
	W2, 100%
	D2, 100%
	C2
	Tilt2
	W2, %
	W2
	(W2,% - W2)2

	Govt
	0.81%
	317.73%
	277.0%
	100%
	277.0%
	317.73%
	285.46%
	0.1041

	Supra
	0.54%
	4.61%
	0%
	0%
	0%
	4.61%
	4.61%
	0

	Agy Dt
	0.82%
	5.56%
	0%
	0%
	0%
	5.56%
	5.56%
	0

	MBS-GN
	0.59%
	1.22%
	0%
	0%
	0%
	1.22%
	1.22%
	0

	MBS-2F
	0.31%
	-235.97%
	-277.0%
	100%
	-277.0%
	-235.97%
	-203.70%
	0.1041

	TIPS
	0.92%
	6.85%
	0%
	0%
	0%
	6.85%
	6.85%
	0

	Sum
	
	100.00%
	
	
	
	100.00%
	100.00%
	0.2083


Panel B、第3種看法（φ3 = 0）
	
	Π3, 100%
	W3, 100%
	D3, 100%
	C3
	Tilt3
	W3, %
	W3
	(W3,% - W3)2

	Govt
	0.63%
	272.57%
	231.84%
	70%
	162.3%
	203.02%
	272.46%
	0.4823

	Supra
	0.43%
	30.37%
	25.76%
	70%
	18%
	22.64%
	30.36%
	0.0060

	Agy Dt
	0.60%
	-45.96%
	-51.52%
	70%
	-36.1%
	-30.50%
	-45.94%
	0.0238

	MBS-GN
	0.44%
	1.22%
	0%
	0%
	0%
	1.22%
	1.22%
	0

	MBS-2F
	0.24%
	-165.05%
	-206.08%
	70%
	-144.3%
	-103.23%
	-164.96%
	0.3811

	TIPS
	0.70%
	6.85%
	0%
	0%
	0%
	6.85%
	6.85%
	0

	Sum
	
	100.00%
	
	
	
	100.00%
	100.00%
	0.8931


表11、Idzorek不確定矩陣Ω
	φk
	View 1
	View 2
	View 3

	View 1
	0.00088
	0
	0

	View 2
	0
	0.00000001
	0

	View 3
	0
	0
	0.0000093


表12、View with User-Specified Confidence Level配置權重

	
	ΠIK
	WIK
	Wβ~IK

	Govt
	1.20%
	285.68%
	53.60%

	Supra
	0.86%
	-0.39%
	13.37%

	Agy Dt
	1.41%
	15.57%
	0%

	MBS-GN
	1.17%
	1.22%
	1.22%

	MBS-2F
	0.70%
	-208.92%
	21.50%

	TIPS
	2.23%
	70.67%
	10.31%

	Sum = 
	
	163.83%
	100%


3、 各模型配置權重之比較與意涵

表13整理前述各模型之配置權重，並比較其意涵。表4中Black-Litterman 第一項預測為TIPS下個月將有5.25%相當高之月報酬率，因此權重較No View（市場）增加，由6.85%增至11.38%；第二項看法為Govt表現會優於MBS-2F 0.5%，故Govt權重由40.73%增為43.86%，MBS-2F權重由41.03%減為32.04%；第三項看法為Govt及Supra表現會優於Agy Debt及MBS-2F 0.3%，故Supra權重亦增為11.54%，Agy Debt權重則降為0%。
若加入投資經理對預測之信心水準，假設經理人對第一項TIPS之預測只有30%的信心，則權重雖較市場增加，但只增到10.31%，不及Black-Litterman之增幅；設對第二項看法之信心水準達100%，故Govt權重將進一步增為53.60%，MBS-2F權重將進一步減為21.50%；對第三項看法之信心水準為70%，故Supra權重亦略增為13.37%，而Agy Debt權重則維持0%。

表13、各模型配置權重比較
	2009/07/31
	Markowitz
	No View
	BL View
	User-Spec View

	
	WMZ
	Wmkt
	Wβ~BL
	Wβ~IK

	Govt
	0%
	40.73%
	43.86%
	53.60%

	Supra
	66.9%
	4.61%
	11.54%
	13.37%

	Agy Dt
	0%
	5.56%
	0%
	0%

	MBS-G
	0%
	1.22%
	1.19%
	1.22%

	MBS-2F
	33.1%
	41.03%
	32.04%
	21.50%

	TIPS
	0%
	6.85%
	11.38%
	10.31%

	Sum
	100%
	100%
	100%
	100%


圖1、各模型配置權重比較
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圖1為各模型配置權重相對於市場配置權重之比較。由上述配置結果可知，Black-Litterman資產配置模型考慮到各資產的市場流動性，而Idzorek資產配置模型則可進一步微調對預測看法之信心，兩模型之權重調整皆能與投資經理之預期相符，較傳統Markowitz模型具實務可行性。
4、 投資組合事前與事後分析

在求解（7）式有限制的最適化問題時，係將投資組合之系統性風險控制在與市場Benchmark（Wmkt）相同，即Beta值等於1，表14列示各模型配置權重下的投資組合事前統計分析，Markowitz投資組合（WMZ）之Beta值為0.86，小於Benchmark，故Active Beta為負，預期風險調整後之訊息比率為2.93；最小變異數投資組合（WV）正如其名Beta值僅有0.36，故預期風險調整後之訊息比率最小，僅有0.41，而Sharpe Ratio亦最小，僅0.63；Black-Litterman投資組合（Wβ~BL），當Beta值控制為1時，表示不打算積極操作，Active Beta等於0，若將Beta值放寬為1.14，即較Benchmark增加14%的系統性風險時，投資組合預期報酬率將增加為1.79%，預期波動度亦將增加為1.12%，Sharpe Ratio提高為1.61，預期風險調整後之訊息比率為3.62，各項統計值均較Markowitz投資組合提高；或者，亦可在某預期報酬率情況下（如Πβ~IK），找出使投資組合Sharpe Ratio最大（1.31）的一組權重（Wβ~IK），而後檢視Beta值（1.05）是否在風險容忍範圍內。

表14之各項統計值亦可用於投資組合事後風險報酬分析，例如，圖2用Active Return計算投資經理人績效費，根據風險調整後之訊息比率比較各投資經理人之表現等。

表14、投資組合事前統計分析
	2009/07/31
	WMZ
	Wmkt
	WV
	Wβ~BL
	Wβ~IK

	Expected Return
	1.31%
	0.46%
	0.35%
	1.37%
	1.79%
	1.16%
	1.31%

	Expected Volatility
	0.86%
	0.93%
	0.56%
	0.93%
	1.12%
	0.94%
	1.00%

	Beta
	0.86
	1
	0.36
	1
	1.14
	1
	1.05

	Excess Return
	0.84%
	
	-0.11%
	0.90%
	1.33%
	0.69%
	0.85%

	Tracking Error
	0.34%
	
	0.74%
	0.08%
	0.37%
	0.11%
	0.24%

	Active Return
	0.91%
	
	0.18%
	0.90%
	1.26%
	0.69%
	0.82%

	Active Risk
	0.31%
	
	0.45%
	0.08%
	0.35%
	0.11%
	0.23%

	Active Beta
	-0.14
	
	-0.64
	0
	0.14
	0
	0.05

	Sharpe Ratio
	1.53
	0.50
	0.63
	1.47
	1.61
	1.24
	1.31

	Information Ratio
	2.52
	
	-0.15
	11.3
	3.57
	6.11
	3.56

	Risk-adjusted IR
	2.93
	
	0.41
	11.3
	3.62
	6.11
	3.53


* Using Black-Litterman’s expected return (ΠBL) to calculate portfolio return.

* Definitions:

Excess Return: 
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Tracking Error: 
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Active Return: 
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Active Risk: 
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Active Beta: 
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Sharpe Ratio = (Return – Risk-free Rate) / Volatility: SR = (RP – Rf) /σP
Information Ratio = Excess Return / Tracking Error: IR = ERP / TEP
Risk-adjusted IR = Active Return / Active Risk: Risk-adj. IR = RPA /εPA
圖2、投資組合事後統計分析

5、 Da Silva-Lee-Pornrojnangkool（2009）模型
Da Silva et.al.（2009）指出Black-Litterman之極大化模型基本上是植基於極大化Sharpe Ratio而來，方便於追求絕對報酬之投資組合使用，該文則提出極大化Information Ratio之求解法，方便於追求相對報酬之投資組合使用，該模型便可在控制Tracking Error等於某一目標值下，求出最適投資組合權重，如（11）式：
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                                 （11）

其中Wa = WSLP - Wmkt代表權重調整，係投資組合權重與市場權重之差異。
本研究亦曾嘗試將資料套用在此模型，在控制Tracking Error值等於Black-Litterman投資組合之Tracking Error值下，初步結果與Black-Litterman之配適權重相同，故不贅述。
6、 結論與建議
本研究報告摘要整理常見的資產配置模型，以一組實際資料貫連各方法，並建立Excel實作範本，方便本行日常使用。Markowitz（1952）之Mean-Variance Optimization模型有資產過度集中，各期權重變化頗大的缺點，致實際採用困難。Black and Litterman（1992）之模型以市場Benchmark權重為基準，加入投資人對未來資產報酬率之預測，來調整資產配置權重，因考慮到各類資產的市佔率，相當於考慮到資產的流動性，較具實務可行性。Idzorek（2004）則進一步修正補充Black-Litterman模型中有關預測不確定矩陣設定之問題，該模型介紹如何將投資人對預測之信心水準納入，讓使用者不僅可放自己的預測，亦可放入其他分析師的預測，並給予對該預測的信心強度，使模型更具實用性。前述模型係為追求絕對報酬的經理人而設計，Da Silva, Lee and Pornrojnangkool(2009)則是針對追求相對報酬的經理人來修正Black-Litterman模型。
本研究僅針對某一時點（2009/07/31）進行各資產配置模型的比較，未來研究方向為模擬模型的長期績效表現，唯此工作只能以客觀的No View（市場權重）模型進行，因為不論Black-Litterman或Idzorek模型均需放入主觀預測，較難取得歷史資料；Lehman Brothers之Dynkin et. al.（2005）亦只針對No View模型進行長期模擬，唯其所謂的No View係指預期報酬率由目前的Yield Curve導出，並非由市場權重導出。是以，比較Black-Litterman與Lehman Brothers兩種No View模型的長期績效表現，可為未來研究發展方向。
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