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  本報告主要探討由以Nelson-Siegel殖利率曲線配適(curve fitting)為基礎所發展之利率模型及其預測殖利率曲線之方法。過去文獻中所提及之利率模型主要可分為無套利模型(no-arbitrage models)和均衡模型(equilibrium models)兩種。以無套利模型而言，其著重在一個固定時點，對市場之殖利率曲線作準確之配適，以確定無套利條件之成立，此在衍生性金融商品的評價方面，尤其重要，其中具代表性者包括Hull and White (1990) 及Jarrow and Morton (1992)。而均衡模型(equilibrium models)則著重instantaneous short rate 的變動，且模型之基本架構為多為affine之形式，其中具代表性者包括Vasicek (1977)，Cox, Ingersoll and Ross(1985) 及Duffie and Ken (1996)。Diebold and Li (2006)所提出之模型則不屬於無套利模型及均衡模型，Diebold and Li (2006)對Nelson-Siegel殖利率曲線配適方法重新解釋，將Nelson-Siegel curve分出level, slope及curvature三個因子，因此可在某一固定時點，以市場之殖利率曲線估計出level, slope及curvature，進而模擬這三個因子的變動(dynamics)。
本報告包含六個小節，其中第一小節說明公債殖利率曲線配適之方法(curve fitting)。第二小節探討Diebold and Li所提出之兩步驟利率模型預測方法。第三小節比較Diebold and Li利率模型與其他相類似利率模型。第四小節討論Diebold and Li 模型在殖利率曲線變化的解釋力。第五小節探討Diebold and Li模型在債券投資組合上之運用。第六小節為結論。
1、 殖利率曲線配適方法(curve fitting)
在某一時點t，給定公債價格資料，可以殖利率曲線配適方法，求出零息殖利率曲線。文獻中常見之殖利率曲線配適方法包括Piecewise linear functions , Spline functions, Nelson-Siegel curves。若
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期間之零息殖利率，兩者間的關係如下。
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forward rate 與
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殖利率曲線配適方法主要將
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為依據，來求得最佳配適之殖利率曲線
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。就Splines functions而言，常用的方法包括B-Splines及smoothing splines。B-Splines 使用Basis的概念，將
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以數個basis functions來表示，而此basis function為cubic spline，使用basis function之好處在於利用cubic spline的組合而增加曲線配適所需的彈性。cubic splines在曲線的任何點均可二次微分，就殖利率曲線配適而言，是一個優良的特質，因通常在求出最佳配適之零息殖利率曲線後，為進行評價或風險管理，需要由
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來找出forward rate curve，因此需對殖利率曲線作一次微分，而forward rate curve本身也以能夠平滑較佳(可被一次微分)。
由於B-splines 配適法對於basis functions(splines)之個數及所在的位置相當敏感，因此有可能造成所得到的最佳配適殖利率曲線雖可準確的評價零息公債
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，但其曲線形狀卻不合理，例如產生尖銳的角度或彎度過大。對於此一問題，可用smoothing splines來改善以上之缺點。smoothing splines的主要概念在於對配適的目標函數(objective function)的極小化做調整，加入smoothing criteria，亦即設定原目標函數須小於某一程度的同時，對smoothing criteria進行極小化。假設原目標函數為
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其中C為零息債券的現金流量，
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為spline basis function，
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為參數。對此目標函數進行極小化，亦即尋找一組參數
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，使得目標函數極小，以求得最佳配適之殖利率曲線。
Smoothing splines則不單以極小化目標函數為目標，而是在將目標函數維持在一定範圍以下，對smoothing criteria進行極小化。常用的smoothing criteria如殖利率曲線的曲度(curvature)，如此可消除最適化殖利率曲線產生銳角或曲度過大的缺點。
Spline配適法雖有較大的彈性，可用於多種的殖利率曲線形狀，然而由於配適所得之結果對於spline個數及位置的敏感度高，因此應用上較為複雜。Nelson-Siegel curve之優點則在於參數較少，且無spline配適法之個數及位置調整的問題，較適合做殖利率曲線變化在時間序列(time series)上的探討，例如殖利率曲線的預測。然而其缺點為對某些殖利率曲線的形狀則的配適則不甚理想，特別是短天期的殖利率。
Diebold and Li (2006)將Nelson and Siegel curve對殖利率曲線之表示整理為level、slope 及curvature三個因子的形式，此為Diebold and Li的主要貢獻，因Nelson and Siegel curve用於殖利率曲線之配適為已相當常見，然而過去文獻中並無將其以三因子方式表達並用於殖利率曲線預測的例子。Diebold and Li對美國公債殖利率曲線的月資料，逐一作Nelson and Siegel curve 的配適，以求得殖利率曲線月資料的level、slope及curveture，進而對所求得的level、slipe及curvature的走勢進行分析。Diebold and Li對Nelson and Siegel curve的解釋，於下一小節說明。
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2、 Diebold and Li(2006)對Nelson and Siegel curve 之解釋
  Nelson-Siegel curve配適法對殖利率曲線的表示為
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其主要參數為
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。其中參數
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控制殖利率曲線的decay減緩的速度。若
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數值較小，則殖利率曲線的形狀較平緩，對長天期的殖利率配適較佳；若
[image: image29.wmf]l

數值較大，則殖利率曲線趨緩速度較快，對短天期的殖利率配適較佳。
  Diebold and Li將上式解釋為一個三因子letent factor model。其中第一個因子為
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，其控制殖利率曲線的level，由於
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為一常數，不受殖利率期間
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的影響，故可視為一個長期因子。
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對殖利率曲線的影響和期間
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間的關係如圖(一)。

第二個因子為
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對殖利率曲線的影響為
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，此影響值與殖利率期間
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的關係如圖(二)。由圖(二)可看出，當tau接近於零時，factor loading接近1。當tau值越大時，factor loading從1遞減，因此第二個因子
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對殖利率曲線的影響在於slope。
第三個因子為
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對殖利率曲線的影響為
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，由圖(三)可看出
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 的影響值和期間
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的關係。當tau接近於零時，其影響值自零開始，逐漸遞增，之後隨tau值遞減，而形成圖(三)一個弧形的關係，因此第二個因子
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b

對殖利率曲線的影響在於curvature。綜合以上所述，經過Diebold and Li(2006)的重新解釋，Nelson and Siegel curve 可視為一個三因子的利率模型。而此三因子為
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，分別代表level、slope及curvature。
圖(一) 
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與期間
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之關係
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圖(二) 
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與期間
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之關係
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圖(三) 
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與期間
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之關係
[image: image100.wmf]beta_three loading

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

32

34

36

38

40

42

44

46

48

50

52

54

56

58

60

tau

beta_three loading


[image: image56]
Diebold and Li (2006)指出Nelson and Siegel curve可反映一般常見的殖利率曲線特質。文獻指出，在實證上，通常殖利率本身level較具有持續性的變化，但長天期與短期天期的殖利率間的spread之持續性變化較弱。此項特徵若反映在Nelson and Siegel curve 上，則會觀察到第一個因子
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b

較具有持續性的變化(persistent dynamics)，而第二個因子
[image: image58.wmf]2
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的持續性變化較弱。第二個常見的殖利率曲線特質為，短天期的殖利率之波動性比長天期的殖利率之波動性來得大。由前頁的圖(一)及圖(二)可看出短天期殖利率受前兩個因子
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及
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的影響較大，而長天期的殖利率主要受第一個因子
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的影響，故由Nelson and Siegel curve 所配適得到的殖利率曲線將反映出短天期殖利率較大的波動性，因其受到兩個因子的影響。同時長天期殖利率比短天期殖利率較具有持續性波動性，Nelson and Siegel curve亦可反映此一特質，因長天期殖利率主要受
[image: image62.wmf]1
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的影響，而
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b

較具有持續性的變化。
3、 對殖利率曲線之預測
Diebold and Li 使用美國公債殖利率自1985年1月到2000年12月的月資料進行對零息殖利率曲線的預測。其預測方法主要是對每一筆月資料的零息殖利率曲線，將Nelson and Siegel curve 中的三個因子
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、
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求出。得到
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、
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及
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b

的時間序列後，對這三個因子作預測。得到預測值後，再由Nelson and Siegel curve求的所預測之零息殖利率曲線。其優點在於將整條殖利率曲線的預測簡化為對Nelson and Sigel curve中的三個因子的預測。以下將說明其對三因子的預測方法。
Diebold and Li 所採用的第一個方法為假設每一個因子為AR(1) process。可將預測模型表示如下。
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其中
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第二個方法則為則是假設三個因子為VAR(1) process，彼此互相影響。將預測模型表示如下。
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其中
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在配適殖利率曲線的過程中，Diebold and Li 的實證結果發現，配適的誤差值對參數
[image: image74.wmf]l

不甚敏感，但改變
[image: image75.wmf]l

對三個因子造成的差異性很大，因此建議將參數
[image: image76.wmf]l

為固定。其研究中使用的固定值為0.0609。實証結果顯示，Nelson and Sigel curve可處理大部份的殖利率曲線形狀，然而當短天期的殖利率曲線陡峭時，配適結果較差。
Diebold and Li 將由AR(1)及VAR(1)所預測的殖利率取線結果和文獻中的其他預測模型相比較。其比較的模型包括了Random Walk、Slope Regression、Fama-Bliss forward rate regression、Cochrane-Piazzezi及Error Correction model。各預測模型之介紹簡述如下。
· Random walk: 此模型強調對下一期殖利率的最佳預測即為本期的殖利率。
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· Slope regression: 此模型假設殖利率的變化和該殖利率與三個月期殖利率的slope為線性關係。
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· Famma-Bliss forward rate regression: 此模型假設殖利率的變化和相同天期的遠期利率和當期殖利率的差額為線性關係。
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· Cochrane-Piazzesi (2001) forward rate curve regression: 本模型假設殖利率變化與當期殖利率及加權平均之一年期遠期利率有線性關係。
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· Error correction model: 此模型則強調未來預測誤差與前一期的預測誤差為線性關係。其基本型如下。
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   其中
[image: image82.wmf]t

z

為預測誤差。

在與以上諸多模型相比較後，Diebold and Li 發現Nelson and Siegel 三因子模型的長期預測結果較短期預測結果優良。將各模型對12個月後的殖利率曲線預測結果比較整理如下表。
表(一) 

	6個月後的殖利率曲線預測誤差

	1 year殖利率
	NS AR(1)與C&P的表現最好。但NS AR(1)低估而C&P高估。

	3 year殖利率
	NS AR(1)的表現最好，但為高估。

	5 year殖利率
	NS AR(1)的表現最好，但為高估。

	10 year殖利率
	NS AR(1)的表現最好，但為高估。


表(二) 

	12個月後的殖利率曲線預測

	1 year殖利率
	NS AR(1)與C&P的表現最好。但NS AR(1)低估而C&P高估。

	3 year殖利率
	NS AR(1)的表現最好，但為高估。

	5 year殖利率
	NS AR(1)的表現最好，但為高估。

	10 year殖利率
	NS AR(1)的表現最好，但為高估。


4、 三因子模型對不同年期殖利率曲線變化的解釋力
  Diebold, Ji and Li (2004) 進一步探討三因子模型對不同期間的殖利率曲線變化的解釋力及其在債券投資組合上的應用。若Nelson and Siegel 模型中的level、slope及curvature的三因子可解釋cross sectional 的殖利率變化，則此三因子代表系統性風險，而投資人若承擔這三個因子的風險，應得到風險報酬。Diebold, Ji and Li (2004)使用1971年到2001年美國公債的月資料來檢驗Nelson and Siegel 模型中三個因子對cross sectional 殖利率的解釋力。
  Diebold, Ji and Li (2004)首先檢驗Nielsen and Siegel模型中的三因子是否可以解釋由主成份分析所得到的principal components。假設
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為主成份分析所得到的components，所檢驗的迴歸式為
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i=1,2,3
Diebold, Ji and Li (2004)所檢驗的期間包含1971年12月至2001年12月，1971年12月至1985年1月，1985年2月到2001年12月及1979年10月到1982年10月。實証結果顯示，在所有檢驗的期間，Nelson and Siegel模型中的三個因子可顯著的解釋由主成份分析所得的第一個component，迴歸分析所得的R-square高達0.99。而對第二個component的解釋力也很高，R-square為0.98。第三個component的R-square為0.81。因此可推論Nelson and Siegel模型中的level、slope及curvature三個因子對cross sectional 殖利率曲線的變化和主成份分析所得的三個因子類似，足以解釋大部份殖利率曲線的變化。
   除了就主成份分析外，另外可在asset pricing model (APT)的架構下探討Nelson and Siegel模型之三因子對美國公債報酬率的解釋力。Diebold, Ji and Li(2004) 的實證結果顯示，Nelson and Siegel的三因子可顯著的解釋公債投資組合的報酬率。而三因子模型的表現較二因子及一因子模型為佳，故此三因子代表了市場中不同的風險來源。
5、 三因子模型於債券投資組合風險管理之應用
Macaulay Duration為一般常用的殖利率敏感度指標，同時也是債券避險策略的重要依據。其公式為
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然而Macaulay duration 的基本假設為殖利率曲線為水平移動，且其移動的幅度微小。因此若殖利率曲線的斜度或曲度產生變化時，macaulay duration對利率風險的衡量，可能較不準確。Nelson and Siegel 三因子模型因考量了level, slope及curvature的變化，故依據該模型所求得的duration，可在殖利率曲線形狀變化劇烈時，提供較佳的風險衡量指標。以下就Diebold, Ji and Li(2004)依三因子模型所求得duration (Diebold, Ji and Li稱其為vector duration)加以說明。
  假設債券之現金流量為
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，影響利率的三因子為
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。先將三因子模型以簡式表示，
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而殖利率曲線的變化為
[image: image92.wmf]dy
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將債券價格表示為
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因此當殖利率
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發生變化時，相對債券的價格變化為
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.
將殖利率變化以三因子表示之並代入上式，即為以三因子模型為依據所得到的vector duration。
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 可將vector duration簡化如下：
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  由上式可了解，vector duration將債券價格對殖利率曲線變化的敏感度歸納為三個風險因子所造成的價格變化。
6、 總結
  本報告主要探討的議題為Diebold and Li (2006)所發展的三因子利率模型在殖利率曲線預測上的表現。Diebold and Li (2006) 將Nelson-Siegel curve重新解釋，歸納為level、 slope及curvature三個因子，進而模擬此三個因子之變動，以對殖利率曲線進行預測。
  Diebold and Li (2006) 使用1985年到2000年美國公債殖利率之月資料，進行對零息殖利率曲線的預測。實證結果顯示，Nelson-Siegel三因子模型對於中長期(6個月到12個月)的殖利率曲線變化較其它模型為優。同時以該模型所得之vector duration可同時考量level、slope及curvature變動時，對公債價格變動的影響，可在殖利率曲線形狀變化劇烈時，提供較佳的風險敏感度衡量指標。
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