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前言：在選擇權的評價理論中，除了最著名的Black-Scholes模型（1973）外，另一常用的評價方法為Cox, Ross與Rubinstein於1979年所提出的二項樹（binomial tree）模型。事實上，某些選擇權類型因無法滿足Black-Scholes模型的先決條件，故無法套用該模型，而需使用二項數或其衍生模型進行評價。本文主旨在於介紹二項樹模型的評價方法（以股價為例），以下是分析要點：

1、 單一階段的二項樹模型
一、何謂二項樹？


二項樹本身是一圖形，可用來代表選擇權有效期間內，股票價格可能的變化途徑。
二、模型架構

1. 假設股價在選擇權到期時只有二種可能情形，且在無套利空間的情形下，若吾人可將股票與選擇權組合成無風險投資組合（risk-free portfolio），亦即無論股價如何變化，投資組合的價值皆一致，則該投資組合的收益率將等於無風險利率，該投資組合的成本將等於投資組合收益以無風險利率折現之價值。該投資成本扣除股票的部分即可得出選擇權之理論價格。

2. 舉例來說，假設有一股票，目前市價是$20，且已知3個月後的股價不是$22就是$18，如下圖所示。若有一歐式買權，有權利於3個月後以$21的價格買下該股，則該選擇權目前得的價值為何？




3. 首先我們組成一個包含股票與選擇權的無風險投資組合：該組合包含為數△股的股票Long position與一個買權的Short position，該投資組合在選擇權到期時的價值為22△-1或18△。為使投資組合在上述二種情況下的價值仍相等（亦即無風險），即22△-1＝18△，△＝0.25。

4. 換句話說，當投資人持有0.25股的股票與一個買權的Short position時，無論3個月後股票價格上漲為$22，或下跌至$18，該投資組合的價值皆為$22*0.25-1＝18*0.25＝$4.5。

5. 在無套利機會的前提下，無風險投資組合的報酬必為無風險利率，假設目前無風險年率為12%，則投資組合今天的價值必為：

4.5e-0.12*3/12＝4.367。

已知今天的股價為$20，則選擇權價值：

f＝20*0.25 - 4.367＝0.633。

6. 歸納前述論點（以歐式買權為例），假設我們以買入股票，同時出售選擇權組成無風險投資組合，且：

股價：S0

股數：Δ

無風險利率：r

選擇權價格：f

選擇權到期期間：T

選擇權到期時股價：S0u（u＞1）或S0d（d＜1）

選擇權到期時價值：fu （當S＝S0u）或

fd （當S＝S0d）





投資組合價值：S0uΔ－fu（當股價上漲）

S0dΔ－fd（當股價下跌）

投資組合價值一致，當：

S0uΔ－fu ＝ S0dΔ－fd
或

Δ＝ 
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換句話說，當Δ等於上值時，該投資組合即為無風險投資組合，其收益率應為無風險利率。注意到上式中，Δ為選擇權價值變化相對於股價變化的比例。

7. 由於上述投資組合為無風險，故其現值應為：

（S0uΔ－fu）e-rT


投資組合成本為：



S0Δ－f



故：S0Δ－f＝（S0uΔ－fu）e-rT


即：f＝S0Δ－（S0uΔ－fu）e-rT

整理之後可得：


f＝e-rT〔pfu+（1-p）fd〕          （式一）


p＝
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                         （式二）


此即為單一階段二項樹模型假設下，選擇權之理論價格。

8. 在上述的推導過程中，我們發現股價上漲或下跌的機率與選擇權理論價格無關，似乎與直覺不符。原因在於我們並非以絕對數值來評價選擇權，而是以標的物股票之股價來評估。股票上漲或下跌的機率都早已反映在股票價格中了，因此在利用股價來評價選擇權時，就不再需要考慮這些上漲或下跌的機率了。

三、風險中立之評價（Risk-Neutral Valuation）

1. 雖然在上述公式推導過程中，我們不需對股價上漲或下跌的機率作任何假設，但將公式中的變數p解釋成股價上漲的機率卻是一件很自然的事情。於是，（1－p）便為股價下跌的機率。下面式子：

pfu+（1-p）fd
可視為是選擇權的期望報酬。經此定義，式（一）表示選擇權的理論價格為：選擇權期望值經無風險利率折現後之現值。

2. 我們現在來檢視股票的期望報酬。當股價上漲的機率為p時，股票價格在時間T時的期望值E(ST)為：

E(ST)＝pS0u+（1 - p）S0d

E(ST)＝pS0（u - d）+S0d


將式（二）中的p值代入後，我們得到






E(ST)＝S0e-rT                 （式三）


亦即股價會以無風險利率的平均速度來成長。換句話說，將股價上漲的機率設定為p，相當於假設股票平均報酬率為無風險利率。

3. 在風險中立的世界中，每個人對風險均無偏好，故不需要風險溢酬，所有資產的報酬即為無風險利率。所以式（三）表示，當我們將股價上漲的機率設定為p時，即相當於假設一個風險中立的世界。式（一）則表示，選擇權的理論價格為其在風險中立世界中的期望值，經無風險利率折現後之現值。

2、 兩階段的二項樹模型

一、模型結構

1. 今以下圖來歸納兩階段二項樹的情況。股價一開始是S0，而後在每階段的時間點上，股價有可能上漲成u乘以起始價格，亦有可能下跌成d乘以起始價格。選擇權價值的符號則如fuu，代表股價連續上漲二次後的選擇權價值。假設無風險利率是r，且每一階段的時間長度是δt年。


 



  


 

2. 重複運用公式後得出下式：

fu＝e-rδt〔pfuu+（1-p）fud〕

fd＝e-rδt〔pfud+（1-p）fdd〕

f＝e-rδt〔pfu+（1-p）fd〕

f＝e-2rδt〔p2fuu+2p（1-p）fud+（1-p）2fdd〕

3. 上述結果完全符合前述之風險中立評價原則，式中的變數p2、2p（1-p）和（1-p）2分別代表著股價最後會到達上面、中間和下面節點的機率。選擇權之價格即等於風險中立世界中期望報酬的折現值，且使用之折現率為無風險利率。

4. 當我們持續擴大二項式模型的階段數時，風險中立評價原則仍屬適用，也就是說，選擇權的價格會永遠等於風險中立世界中的期望報酬，再以無風險利率折現之。

二、美式選擇權

1. 截至目前為止，我們考慮過的選擇權全部都是歐市選擇權，然而美式選擇權應該如何評價呢？基本上求解程序仍要由二項數的後面往前回推，惟在每一個節點上都需檢測是否需要提早執行。

2. 判斷是否需要提早執行的標準在於「提早執行的報償是否大於利用公式所算出的選擇權價值」，若答案為是的話，則提早執行的報償即為選擇權價值；若答案為否的話，則利用公式所算出的價值即為選擇權價值。

3. 另在評估二項數中，最後節點的選擇權價值時，其和歐市選擇權的價值評估並無不同，因為在選擇權到期時即無所謂提前執行與否的問題。

4. 上述介紹過的二項數模型其實都過於簡單，假設股價在選擇權有效期間內只有經歷一或二個階段的價格變化，則他們所獲得的選擇權價格將只是一個非常粗糙的估計值。

5. 實務上使用二項數時，選擇權之有效期間通常會被分割成30個或更多的階段數，且其中的每一個階段，都會有一種二項式的股價變動。當我們採用30個時間階段時，表示將會有31種可能的最終股價，以及230種可能的股價路徑。

三、參數（p、u和d）的決定

1. 我們在設計二項樹時，必須確保所建構的模型能夠代表風險中立世界下的股價行為，亦即在時間間隔δt中，p、u和d能夠得出股價正確的期望值與變異數。

2. 由於在風險中立世界下，股票報酬即等於無風險利率r，故股價期望值：

Serδt＝pSu+（1-p）Sd       （式四）
erδt＝pu+（1-p）d        （式五） 

3. 另外，由於股價變異數為σ2δt（根據Wiener Process之假設），而隨機變數Q的變異數定義為E( Q2 )- E( Q ) 2，故：

    pu2+(1-p)d2-〔pu+(1-p)d〕2＝σ2δt （式六）

  並可由式（五）將上式簡化為：

      erδt(u+d) – ud – e2rδt ＝σ2δt     （式七）

4. 式（五）及式（七）形成p、u和d的二個條件式，再加上Cox, Ross及Rubinstein加入的第三個條件：u＝1/d，即可得出p、u和d的限制式為（在乘階大於δt2以上即因太小而忽略的前提下）：

          p＝
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          u＝eσ(δt)                         
d＝e -σ(δt)                       
  另      a＝erδt                           
  「a」通常又被稱為成長因子（growth factor）。

3、 評價模型的比較與結論

1、 Black-Scholes模型因為研究出選擇權的評價方法與風險管理等，不但促成衍生性金融市場在過去數十年來快速成長，亦被瑞典皇家科學院評為「替許多領域的經濟評估鋪路，也促成其他型態金融工具的誕生，更有助於社會風險管理效率的提升」。

2、 Black-Scholes模型的推導基本上可簡略分為以下步驟：

1. 建構選擇權標的資產（underlying asset）價格之統計模型（如Wiener Process等）。

2. 利用Ito’s lemma衍生出選擇權價格之動態過程（dynamics）。

3. 建構風險中立之投資組合。

4. 將該投資組合的報償設定為無風險利率。

5. 得出所有選擇權價格必須符合的微分方程式。

6. 藉由選擇權價格的邊界條件（boundary constraints）解出上述微分方程式。

3、 透過上述處理，吾人便可得出所謂closed-form的Black-Scholes評價公式，只要代入標的資產價格、履約價格、到期期限、無風險利率及波動度等，便可馬上求出選擇權的理論價格。此外，Black-Scholes模型幾經發展修正，已衍生出相對應的公式應用在發放股利的股票、股價指數、外匯、期貨等資產上。

4、 惟上述模型仍有其不足之處，特別是對以下報償型態較為複雜的選擇權，無法得出其理論價格：

1. 美式選擇權的評價－

a. 美式選擇權的報償型態較為複雜，因其有所謂提前履約的問題。不似歐式選擇權價值僅決定於到期時，標的資產的價格，美式選擇權在到期前的每一刻，均需面對是否提前履約的問題，故無法單純利用選擇權標的資產價格之統計模型，以求出規範選擇權價格的微分方程式。

b. 惟事實上亦非所有的美式選擇權在到期前出現價內（in-the-money）時，投資人均會選擇履約，其關鍵便在於時間價值（time value）。

c. 選擇權在未到期前均存在所謂的時間價值，除非該選擇權出現極度價內或極度價外（out-of-the-money）的情況；若決定提前履約，則投資人便會犧牲掉此一部份的價值，這是投資人必須考慮的。換句話說，絕大部分情況下，投資人應考慮的是出售選擇權，而非將該選擇權提前履約。

d. 當美式選擇權的投資人無須考慮是否提前履約時，該選擇權仍可使用Black-Scholes模型來評價，其結果與二項數模型應不至於太過顯著。

2. 受標的資產價格變化路徑影響（path-dependency）的選擇權

a. 某些選擇權的價值決定於選擇權發行期間，或發行中某段期間標的資產價格的變化，例如所謂的Asian Options，其價值並非僅決定於到期時，標的資產的價格水準，故亦無法使用Black-Scholes模型來評價。

b. 此外，某些新奇選擇權（Exotic Options），其報償型態亦較複雜，例如所謂的Knock-in，Knock-out或Barrier Options等，理由如同上述，亦無法使用Black-Scholes模型來評價。

5、 綜合說來，Black-Scholes模型具有計算簡便的優點，惟其適用範圍稍有限制：即歐式選擇權或無提前履約考慮的美式選擇權等。二項數模型在在計算上雖較為繁複，但使用上便全無限制，尤其在今日電腦功能強大且計算快速的時代，已不造成任何問題。
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